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ERSTE TRANSFORMATION

1.

Es sei vorgelegt, das Integral [ Udt zu einem Maximum oder Minimum zu
machen, oder es sei die Gleichung

(s/um:o

vorgelegt, wiahrend ¢ das bekannte Zeichnen der Variation bedeutet. Man lege
zuerst fest, dass der Ausdruck U eine einzige Funktion x von t zusammen
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mit ihren Ableitungen x/, x”, - -, x(™) involviert. Dann wird diese Differenti-
algleichung von 2m-ter Ordnung zu integrieren sein:

_ dmu d’”_lum_l

(1) 0 g g + - = Uy,
in welcher ich der Kiirze wegen
ou ou
U; = EVOK Up= -
setze. Es sei U
(2) ¢=Un= )

und mithilfe dieser eliminiere man aus der Funktion

(3) V=u-axm¢

den Term x(™). Nachdem wir diese Funktion variiert haben, wobei wir V als
Funktion der Gréen ¢, x, x/, - - -, x(m=1), ¢ betrachten, aber die Funktion U als
Funktion der Grofen t, x, x/, - - -, x("=1) x(m) angehen, geht nach Verwerfen
der sich aufhebenden Terme

ou

(m) _ (m)
Cox ax(m)éx
hervor:
1% 1% av _, 1% (m—1) al
gét + $(5x + W&x + + Tc(m_l)éx + 3 ¢
Daraus erlangen wir
v _ou v _ou v _au
ox  odx’  ox’  ox'’ T x(m=1)  gxlm-1)
Vv U dIV (m)
_— = — _— = —X
ot ot’ o
oder, wenn wir auch
SV
T ox® 0T oy



setzen, wird
(4) UO = VO, ul == Vll u2 == VZ/ Tty um—l = Vm—ll um == gl

Daher kann die Differentialgleichung (1), vorgelegt zwischen den zwei Varia-
blen x und ¢, mit diesem System von zwei Gleichungen ersetzt werden:

d"x  dV
m TNz
(5) ¢ 0t L
"¢ A" Wy d" Vo

drm — dpn-1 drm=2

Die Differentiationen auf der rechten Seite der zweiten Gleichung fiithre man
so durch, dass nach jeder Differentiation anstelle von dx(m=1) sein Wert aus

der ersten Gleichung
oV
(m=1) — _Z°
dx o dt
eingesetzt wird. Daher wird die rechte Seite jener Gleichung auf eine Funktion
der Grofien

t/ X, x// Ty x(mil)/ 6/ g// e lg(mil)
zuriickgefiihrt, welche ich mit

o dng

(6) &=

bezeichnen werde. Zugleich ist klar, dass der einzige mit ¢ (m=1) pehaftete Term
qm=1 Vi1

von = dann a%‘lé‘ (m=1) sein wird, welcher aus der Grofle T 1+ hervorgeht.
Daher wird
0= V1
7 —
( ) aé’mfl aér

sein. Die Differentialgleichung (1) von 2m-ter Ordnung, vorgelegt zwischen x
und ¢, ist im Vorhergehenden in ein System von zwei Differentialgleichungen
von m—ter Ordnung in x, t und ¢ tiberfithrt worden:

d"x 9V d"¢

®) =2 Gm
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Diese Differentialgleichungen erfreuen sich der Form, welche man fiir gew6hn-
lich Differentialgleichungen als die normale zuschreibt, in welcher natiirlich
auf der einen Seite der einzelnen Gleichungen die hochsten Differentiale
der abhédngigen Variablen stehen, sodass die andere Seite der Gleichungen
lediglich geringere Differentiale beinhaltet.

Gemaf der Vorschriften, angegeben in der Abhandlung de novo Multiplicato-
re, wird ein Multiplikator der Gleichungen (8) vermoge nachstehender Formel
bestimmt:

dlog M 2V o=

it 9gox(m-1) + 9Em=1) — 0

Es wird aber aus (7)

T WV PV

ogm=1) — 9F  gx(m-1)yg’

also
dlogM

dt
Diese Formel lehrt, dass ein Multiplikator der Gleichungen (8), in welche ich die
vorgelegte transformiert habe, der Einheit gleich ist.

0

2.
Wir wollen nun annehmen, dass U zwei Funktionen x und y zusammen mit
den Ableitungen x/, x”, - - -, x(m), vy, -, y(”) beinhaltet. Nach Setzen von
ou ou

(2) V=u—x"g—y"y

folgt:
_au, au, - ol U5 (m=1) _ 4(m)
oV = o ot + e ox + ax,ch + + ax(mfl)éx x\"Még,
ou au _ ou (n—1) (n)
+ @(Sy + a—y/(Sy + + ay(”—l)dy —y\Méy,



und nach Verwerfen der sich aufhebenden Terme:

ou m ou _ m "

Daher, wenn wir mithilfe der Gleichungen (1) in V anstelle der Gréfien x(m)
und y") die GroRen ¢ und 7 einfiihren, findet man

V. 9Uu vV _ au v U
9x  ox’ ox'  ox’ 7 ox(m=1) — gy(m-1)’
V. aUu vV _ au V. U
Ay Ay ey
ov._ou IV Wy,
ot  ot’ of ’ o

Nach Einsetzen all dieser gehen die Differentialgleichungen, welche zu inte-
grieren sind,

au ~1_au
0= " S _ d” 1ax<m*1> 4o+ ou
3) am drm—1 ox
I A =y ou
0= y _ % + e = —
dtn din=1 dy
in die folgenden tiber:
s vy _av
dem 9’ dtr 9y’
~1_aV —2_3V
(4) dng _ qm o qm x| - al
dtm dem=1 dtm=2 ox’
~1_av %
an a’ ayD ! ay(n2) aV
am  amt amz Ty

Wenn n < m ist, fithre man auf der rechten Seite der letzten Gleichung die
Differentiationen so aus, dass nach jeder einzelnen die Werte

dx(’”‘l)__al dy(”‘l)__al
dt o’ dt 9y

eingesetzt werden, woher die Grofien der rechten Seite einer Funktion




/ " m—1
t, x, x, x', ..., x(m1),

/ " (n—-1)

y/ y ’ y ’ Tty y ’
g &, @, ..., gm1,
77/ 77 s 17”/ Ty 17

gleich werden, welche ich mit

d'n

datn

bezeichne. In dieser Funktion findet sich "~V nur in einem einzigen Term,
welcher aus

H=

dn—l A%

ay<”71)
d tnfl
hervorgeht:
2
OV e
ay(n—l) 317 ’
woher

oH 0%V

(5) a1 - gy Dy

wird. Weiter sind im Ausdruck, welcher % gleich wird, die Differentiatio-
nen so durchzufiihren, dass nach jeder einzelnen Differentiation fiir dx(m=1),

dy(”_l) die Werte —%—‘édt, —%—‘;dt eingesetzt werden, und dariiber hinaus, wo
Z’;’Z = 1 bei die Differentiation hervorgeht, dafiir der Wert H eingesetzt

Z’:f gleich einer Funktion der Grofien

wird. Daher wird

t/ X, x,/ Tty x(WZ71)/ ]/; ]//, Tty y ’

g &, g(m—l), o, -, ,7(71—1)
gefunden, welche man mit
d"g
dtm

—
—_—



bezeichne. In dieser Funktion wird =1 nur in einem einzigen Term gefun-
den, welcher aus

-1 9
Aam 1E)xT‘l{1)
drm—1
hervortritt:
2
IV atm-)
ox(m=1)9& ’
woher
0= 2V

(6) 3g1 = gxln-tigz

wird. Die vier Differentialgleichungen

d'x v d'y v
a"g _ A" _
dem e

[1]

in welche das System der zwei vorgelegten Gleichungen (3) transformiert
worden ist, erfreut sich rechter Seiten, welche nur niedere Differentiale als die
verwickeln, die auf der linken Seite stehen. Deshalb wird die Differentialglei-
chung, mit welcher der Multiplikator von () definiert wird,

_dlogM 2’V &V N o= N oH
dt - 9¢ax(m=1)  gyoy(n=1) © gglm=1) * gu(n-1)°

Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet gemaf3 (5) und (6) identisch,
weshalb sich M = 1 setzen l&sst.

Dieselbe Methode kann auf den Fall angewandt werden, in welchem die
Funktion U aufier der unabhéngigen Variablen t beliebig viele Funktionen x1,

X2, - -+, X zusammen mit deren Differentialen verwickelt, welche respektive

in U zur Ordnung my, my, - - -, m, ansteigen. Indem man anstelle von ngm),

xémZ), ., 2" die GroRen

ou ou ou
Gil=—F—, Co=—F—, -+, Cn=

ax§m1> axé’m) ' ax,ﬁ’”") '



einfiihrt, konnen die n zu integrierenden Differentialgleichungen in 2n andere
transformiert werden, mit welchen die Differentiale

d™x;  d™x, d™x,
dtm dpma
e dme v,
dtm dtm T dtm

durch Formeln ausgedriickt werden, welche allein niedere Differentiale als
jene beinhalten. Der Multiplikator dieser Differentialgleichungen wird der
Einheit gleich.

EINE WEITERE TRANSFORMATION

REDUKTION VON ISOPERIMETRISCHEN PROBLEMEN AUF
NICHT-LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER
ORDNUNG

Nun werde ich eine andere hochst merkwiirdige Transformation der Differen-
tialgleichungen angeben, von deren Integration die Losung der Gleichung

(S/Udt:O

abhédngt. Weil sich die zu verwendende Methode ohne Weiteres auf eine
beliebige Anzahl an Funktionen ausdehnen liefSe, wird es hinreichen, sie auf
drei Funktionen x, y, z von ¢ anzuwenden, welche U zusammen mit ihren
Ableitungen

/ " / " / "
x/ x, .../x(m)/ y/y/ .../y(n), Z, Z ...,Z(p)

7

enthilt. In diesem Fall sind die drei zu integrierenden Differentialgleichungen
die folgenden:

ou 13U
0= T T e 4 ou
dtm dgm—1 ox
dnaiu n—1_0U
() (n-1) ou
(1 o= dz - dt;’jgl b g
au ~1_93U
o= P P aw U
dtr der—1 0z



Ich setze:

ou
oxlm &
9x(m—1) dt L
ou 2 U
au _ dax(m—l) + Jx(m=2) _ 6
9x(m—2) dt dr2 z
—1 U
) N L <
ox’ dt dr2 T g1 T om
au
P
u
au g
aytD e v
d ou 2 U
(2) ou ay(i=1) ay (=2

oy ar T ae

ou 2 U —1 oU
oy dt dr? T N L
ou
az(P) - g’
u
ou " ¢
oz(r-1) dt b
u 2 U
U d5h I = S
9z(r—2) dt dar2 z
U 20U p—1.0U
W _dir  Fom T
oz dt dr2 dtr—1 pl

Aus diesen Ausdriicken folgt:



u_ . au u-_ .
oxm aym T oz
au d¢ au dy au
P N W Vi A T e
U dz U dy U
3 _ 251 — n -
© oxnm 62 T g P A R TR = ) <
ou . dém—Z ou o d”]n—Z ou .
W = Cm—l + ar W =Wp-1 + 7/ @ = §p71 +

Diesen Gleichungen sind die folgenden hinzuzufiigen, welche aus selbigen
nach Festlegen der Differentiale folgen:

(4) ou o dgm—l ou o dﬂlfl—l ou o dépfl

ox  dt ' 9y 4t ' 9z  dt

Man setze nun

V= U —xmg —ymy g

durch Verwerfen der sich gegenseitig aufhebenden Terme folgt:

_ oy ou U U5 n=1) _ ()
oV = o ot + e ox + ax/éx + + ax(mfl)éx x\"Mé¢
My, s U s o) )
+ 3y oy + ay,éy + + ay(n_l)éy y\Mén
ou ou _, ou -
- - v+ —— 5z (p)
+ % 0z + aZ,(Sz + + az(pfl)(sz z\P)6(.
Es sei x()) eine der GroBen x, x/, - - -, x("~1) sowie y() eine der GroRen y,

e, y(”) und schlielich z()) eine der Grofen z, Z/, - - -, z(P~1); es ist aus der
vorherigen Formel klar, dass
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ou

ou

(5) (%) -

hen. Diese Elimination von x("), y("),

Gleichungen

ou

dx(m)

ox(®)’

=,

vV
ay(i)

ou
ay(”) !

ou

=1 3=t

9z(p)

_au )%
o ay(i) ! 9z(1)

oz’

oV A% A%
) = _y(m) 2 = ) A e )]
(ac> T <an> I <a§) ‘

wird, wo ich die partiellen Ableitungen mit den Klammern andeute, und dass
anstelle von x(™), y(), z(P) die GroBen ¢, 7, { in das System der unabhingigen
Variablen einzufiihren sind, auf welches die partiellen Ableitungen sich bezie-

zu erwirken. Aus den Formeln (5) folgt dieser Ausdruck von U tiber V:

uvg(

)"

1 (5r) 2 (5)

z(P) ist vermoge der oben aufgestellten

Indem (5) in den Gleichungen (3) und (4) eingesetzt wird und die Klammern
nun fort gelassen worden sind, erlangen wir dieses transformierte System von
gewohnlichen Differentialgleichungen:

—G1,

— G,

dnx __av
dtem — 9F’
dg v
dt 9x(m—1)
dt, __av
m— 2
(6) dt ax
defz oV
dt = 7 - Cm—ll
dgm—l o al
dt ox’

dy  dV

oy’

dan 1%

ar = 78]/(”*1) — M,

d771 vV

ar ay(”*z) T2/
d?]n,Z o 1%

dt - Ty, Mn—-1,
dT]n—l . oV

dt dy’
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dPz

atr

dg

E:

4y
dt

dgpfz
dt

o Jz(p—2)

T o7

defl o

dt

oV

-3

1%

9z(p—1)

oV

oV

1%

0z

-G

_gz

- gp—l



Die vorherigen Differentialgleichungen, welche den Platz der drei vorgelegten
Differentialgleichungen (1) einnehmen, bilden ein System von m +n + p 43
Differentialgleichungen in den Variablen

t/ X, Y, zZ g/ 61/ ey, N, My, o, Mn—1s gl glr tty gp—ll

von welchen drei respektive von der Ordnung m, n, p sind, alle iibrigen
von erster Ordnung. Und jene Gleichungen erfreuen sich jener gleichsam
kanonischen Form, in welcher auf der rechten Seite nur niedere Differentiale
gefunden werden als die, die sich auf der linken Seite befinden. In diese
Form sind nun die vorgelegten Differentialgleichungen gebracht worden und
es wurden keine Differentiationen durchgefiihrt, die in der ersten Transfor-
mation notwendig waren, tiberdies bedurfte es keiner Eliminationen abseits
derjenigen, dass anstelle von x(m), y(”), z(P) in die Funktion

m U U oU

VU Y gy T 5
die Grofien
au au U
C= e 1= 5y £ 50

einzufiihren waren.

Weiter findet man leicht einem Multiplikator M der vorherigen Gleichungen

(6). Denn weil sich jene Gleichungen der kanonischen Form erfreuen, wird
dlogM

dem Aggregat der partiellen Ableitungen der Ausdriicke gleich,
welche auf der rechten Seite stehen, wenn freilich jeder dieser Ausdriicke nach
der Grofie differenziert wird, dessen Ableitung er gleich wird. Aber aus der
Menge der Gleichungen (6) sind es nur sechs, namlich

A _ oV &y oV &z oV
dem —9¢’ At oy’ dr a7’

d(;‘ oV dg oV ag oV

dt — 9x(m=1) — 6 dat  oxw0 G T 1) B
in welchen die rechten Seiten nicht frei von den Grofien sind, deren Ableitung
sie gleich werden. Gemaéfs der angegebenen Regel werden nur die rechten
Seiten der ersten drei Gleichungen respektive nach x("~1), y("=1) z(r=1) zy
differenzieren sein, die rechten Seiten der drei letzten respektive nach ¢, 7, g,

12



und dann wird das Aggregat aller sechs hervorgehenden partiellen Ableitun-
gen zu bilden sein. Es ist klar, dass dieses Aggregat identisch verschwindet,
weil die je zwei Terme

*V *V
 9¢ax(m=1) + dx(m-1)9¢’
92V 2V
_a”ay(n—l) T ay(n—Day’
*V *V
979z(P-1) * 2z(r—19¢

sich gegenseitig aufheben. Daher wird

dlogM 0
dt ’
oder der Multiplikator des Systems von transformierten Differentialgleichu-
nen (5) lasst sich der Einheit gleich setzen.

Den Differentialgleichungen (6) ldsst sich eine gefilligere Form geben,
indem man

o=V —&xmh — gxm=2) — ... — ¢ ¥,
(7) =y =y — =X,
— 012D — 7z e Cp7'

setzt. So wird namlich durch Einfithren der Funktion ¢ anstelle von V das
System der gewohnlichen Gleichungen (6) auf diese Weise dargestellt werden
konnen:

13



dx 99 dlu _ 99
dt OCm_1 dt ox’
dx' 1) Am—2 0@

it~ Ofu_o  dt ox'’

dxmD) 9 g 9¢
dt or’ dt — oxm—1)’
dy  0¢ difn—1 0@

dt Mp—1’ dt dy’
_9¢ i _ 0¢
dt Mn—2’ dt oy’

dy(nfl) _ _ai dl _ a(P
dt an’ dt ay<n71>'
dz  d¢ dCp-1 _ 0¢
dt 9p-1’ dt 0z’
dzZ  d¢ dlp—2  d¢

dt 9l dt 97’

dz(P=1) L) dg 0¢
dt or’ dt — 9z(p-1’
Weil natiirlich die Funktion V die Grofien

61/ 62/ "'/Cmfli 771/ 7]2/ .'.1177’171/ gll €2/ ety gpfl

nicht enthilt, wird aus (7), nach Ausnehmen des Wertes i = 0:

09 _  mqy _ dxmY
ac; i
99 _ i) = _dyh

on; dt !
00 _ iy _ Y
a(; A

14



weiter

de IV de IV dp IV
" = oy 3
dp IV dp IV dp IV
ax ~ ax’ oy’ 9 " oz
ol 1% 0 oV 0¢ oV

Py Bl e B Y0 oy T 5D T 9D Gi

Indem man diese Formeln aus den Differentialgleichungen (6) einsetzt, gehen
die vorherigen (8) hervor.

Ich habe gezeigt, dass, wihrend ¢ eine beliebige Funktion der Grofien

t/ q1/ qZ/ Tty Qm/ Pl/ pZ/ Ty pm

ist, dass das System von gewohnlichen Differentialgleichungen:

dg _ 99  dpr _ 99
dt op1’ dt  dgq’
dgz __0¢  dp2 _ 09

(9) dt a _apzl dt a aqzl

dqm _ 09  dpm _ Jdg¢

L dt  Opw’ At Oqu’

sehr eng mit der Differentialgleichung erster Ordnung

oW

(10) 2

verbunden ist, in welcher die Grofien p; die partiellen Ableitungen der unbe-
kannten Funktion W nach g; bezeichnen. Es sei namlich W die vollstandige
Losung der partiellen Differentialgleichung (10), aufier der wegen der In-
tegration hinzuzufiigenden Konstante mit den m beliebigen Konstanten 4,
ay, - -+, &y behaftet, dann ist die vollstandige Integration der gewohnlichen
Differentialgleichungen durch diese Formeln gegeben:

15



oW oW oW

any Jom TV g TP T g, TP
W _g W _g . W
a(X‘l - ﬁl/ aﬂéz - ,BZI 7 aam - ,er

wiahrend B1, B2, - - -, Bm beliebige neue Konstanten bezeichnen, welche zu-
sammen mit aq, &, - - -, &y, welche die Funktion W betreffen, die verlangte
Anzahl an 2m beliebigen Konstanten ergeben. Wenn umgekehrt durch voll-
standige Integration der Gleichungen (9) die Werte der Groflen g1, 42, - - -, Gm,
p1, P2, - -+, pm gefunden werden, dargeboten vermoge der Grofie t und deren
Anfangswerten

Qo G2 s Gue PP P
wird die vollstandige Losung W der partiellen Differentialgleichung (10) tiber
die Formel

¢ 0 ago}
12 wz/ L AL A
(12) {fp Piap ~ P2ap, P 3

erlangt, wenn freilich nach durchgefiihrter Integration mithilfe der Integral-
gleichungen die so gefundene Funktion der Grofien t, q[l), qg, e, q% , p(l), P(z)r
-+, pY, in eine andere der Groflen

t/ q1, 492, -, YGms q(l)r qg/ oty Hme

umgeformt wird.

Natiirlich lasst sich durch die 2m Integralgleichungen, welche zwischen
2m + 1 Variablen und 2m beliebigen Konstanten statthaben, jede beliebige
Funktion dieser 4m + 1 Grofsen in eine andere umformen, welche blof$ 2m + 1
beliebige aus der Gesamtanzahl beinhaltet.

Das System der Differentialgleichungen (8) ist auf den ersten Blick klar,
sich derselben Form zu erfreuen wie die Gleichungen (9), man setze in den
Grofien q1, g2, - - -, qm lediglich die m + n + p Grofien

m—1)

X, X, -, x( ; y’ y/, s, y(n_l); zZ, ZI, s, Z(P_l)

ein, fiir p1, p2, - -, pm hingegen die Grofien

16



érmfl/ gm—Z/ Tty gl 771171/ 771’!—2/ trty ’7/ épfll ép—Zl trty g

Daher findet man die vollstindige Integration der Differentialgleichungen (8)
durch Suchen der einer Funktion W der Variablen

t, X, x/, Tty x(m_l),' y, y,, e, y(ﬂ—l); z, Z/, e, Z(P—l),

welche abgesehen von der durch Integration hinzutretenden Konstante mit
m + n + p Grofien behaftet ist und welcher der partiellen Differentialgleichung

R14%
(13) a5 =9

Gentige leistet, wenn freilich in ¢ fiir die Grofsen

‘:mfl/ gm—ZI /6/ Mn—=1, Yn=2, -, Y, gpflr gp—Zr Tty g

respektive die folgenden partiellen Ableitungen der Funktion W eingesetzt
werden

oW oW oW
ox’ ox!’ 7 gx(m1)
oW oW oW
oW oW oW

dz’ 9’ 7 91
Weil aus (7)

Q= V — (‘flx(mfl) — sz(’“*z) — s = Cmflx,/
=y =y —
— f1zPD) — 7oz L Cp—17

ist, wihrend V eine Funktion der Grofien

m—1)

t/ X, x// Tty x( ’ ]// y// Tty y(n_l); z, Z// Tty Z(p_l); (:/ 77/ C/

17



bezeichnet, wird die partielle Differentialgleichung (13) auf diese Weise darge-
stellt werden konnen:

(oW oW oW ) W
of Y ox TV ov )
W oW W
OV nrv . (n—-1)
(14) +y ay +y ay/ + Ty ay(m72)
oW oW oW
W W _
+z . +z 5 + +z ay(H) Vv,

wo die Funktion V aufier den unabhéngigen Variablen allein die partiellen
Ableitungen

oW oW 1%%
Jx(m=1)" ay(nfl)’ az(Pfl)

beinhaltet. Wir sehen also, dass die partielle Differentialgleichung (14) sowohl
frei von der unbekannten Funktion ist als auch alle bis auf drei partielle
Ableitungen nur linear beinhaltet.

Wenn es in Formel (12) eintritt, dass die Funktion ¢ mehrere Funktionen
der Grofien p1, pa, - - -, pm nur linear verwickelt, gehen jene ganzlich aus der
Grofie heraus, welche hinter dem Integralzeichen steht:

d¢ _ 99 %
= Pop  apa P S o

Daher wird in unserem Fall diese Grofde schlicht:

v _ v v _
o Toy "o T
weil alle Grofsen ¢, 775, (i, aulSer &, 7, ¢, die Funktion ¢ nur linear beeinflussen.
Daher findet man aus Formel (12):

V—-¢ u,

(15) W:/u#

Diese Formel nimmt an, dass nach vollstindiger Integration der Differenti-
algleichungen (8) alle Variablen in t und deren Anfangswerten ausgedriickt
sind, woher auch U eine Funktion allein von t wird; aber nach der Integration
werden dann mithilfe der Integralgleichungen alle Grofien ¢;, 77;, {; zusammen
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mit deren Anfangswerten eliminiert, woher W eine Funktion allein von t
und x;, y;, z; sowie deren Anfangswerten wird, welche dann die vollstindige
Losung der partiellen Differentialgleichung (14) sein wird.

Wenn die Reduktion des isoperimetrischen Problems auf die partielle Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung, welche im Vorausgehenden fiir drei Funktio-
nen erldutert worden ist, auf eine beliebige Anzahl an Variablen verallgemei-
nert wird, welche die Funktion U beeinflussen, erhalten wir diese Proposition:

PROPOSITION UBER DIE REDUKTION VON ISOPERIMETRISCHEN
PROBLEMEN AUF PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER
ORDNUNG

U verwickle aufSer der unabhingigen Variable t beliebig viele unbekannte Funktionen
X1, X2 etc. derselben zusammen mit deren jeweiligen Ableitungen

/ " (o), 1 " (B). .
X1, X1, v, Xy Xp, Xp, v, xZﬁ, etc.;

die Funktionen x1, x etc. werden als zu bestimmen vorgelegt, dass

5 / Udt = 0
wird; zu diesem Zweck setze ich
ou oW ou oW otc
ORI AW CE

und eliminiere mithilfe dieser Gleichungen x%“), xéﬁ ) etc. iiber die Funktion

oW oW
V=U- xg"‘) = xéﬁ) =i etc,;
ox; ox,
auf diese Weise wird V eine Funktion der Grofsen
t/ X1, xi/ Tty x:([ail)/ X2, xé/ Tty x;ﬁ_l); etc.,,

welche ich als unabhingige Variablen ansehe, und nach Finden der Funktion V
mithilfe der partiellen Ableitungen

oW ow

, etc.
S P
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bilde ich die partielle Differentialgleichung

ow , OW , OW (a—1) OW

j + xlﬁ be) a—xé e+ Xq ang%*Z)
R14% oW (g-1) IW
/- n="-" .
T TRag T T )

deren Losung W sei nun bereits gefunden, welche aufSer der durch Integration hin-
zutretenden Konstante die an der Zahl y = « + B+ - - - — gleich der Summe der
Ordnungen, zu welcher die Differentiale der jeweiligen unbekannten Funktionen in
U ansteigen — beliebigen Konstanten w1, aa, - - -, &y beinhaltet; die unbekannten
Funktionen x1, xo etc. und deren Differentiale

(a-1) p-1)

/ " / " ( .
X1, X1, o, X ; Xo, X, v, Xg ; etc.

werden durch die folgenden y Gleichungen zwischen jenen p Groflen und t bestimmt
werden:

W _ w_, W
s, VY day ¥ " day

in welchen by, by, - - -, by, etc. neue beliebige Konstanten bedeuten.

= by,

Auf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung kénnen auch iso-
perimetrische Probleme zuriickgefiihrt werden, in welchen zwischen den
verschiedenen unbekannten Funktionen Zwangsbedingungen bestehen, und
daher die Funktion U, welche hinter dem Integrationszeichen gefunden wird,
nur als eine Differentialgleichung gegeben ist, welche sie erfiillen muss. Es ist
aber im Allgemeinen nicht mehr moglich, einen Multiplikator des Systems
von gewohnlichen Differentialgleichungen anzugeben, von dessen Integration
jenes Problem abhéngt.
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